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O SURGIMENTO DA INTEGRAL
Gilson Tumelero’
Marieli Musial®
Resumo
Muitas demarcagdes de terrenos na antiguidade, ndo eram figuras poligonais. Com o intuito de calcular essas
areas, foram desenvolvidos os estudos sobre integrais. Em seguida, muitos mateméticos dedicaram seus

esforgos com intensdo desenvolver o conceito de integracdo ja ndo mais somente com o objetivo inicia de

cacular édreas. Alguns deles foram Newton-Leibniz, Cauchy, Riemann e Lebesgue os quais seréo
apresentados de forma sucinta neste artigo.
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1 Introducéo

O conceito de integral € mais antigo que o de derivada. Enquanto este surgiu no
século XVII, aidéiade integral, como érea de uma figura plana ou volume de um solido,
surge e acanga um razodvel desenvolvimento com Arquimedes (285-212a.C.) na
antiguidade. Naguela época, entretanto, a matematica era muito geomeétrica, ndo havia
simbologia desenvolvida, portanto, faltavam recursos para o natural desabrochar de um
“calculo integral” sistematizado.

Devido a isto, os problemas que se punham eram os de calcular &reas, volumes e
comprimentos de arcos. Por exemplo: suponhamos dada umafuncéo f: [a; b] —IR, limitada
no intervalo [a; b]. Admitamos, por simplicidade, que f sga ndo negativa, isto €&,

f(X)>0,vxeIR. Consideremos o conjunto S={(Xx,y)elRZa<x<b0<y< f(x)},
formadas pel os pontos compreendidos entre os eixos das abscissas, o grafico def e as retas
verticaisx = aex = b. Qua a area deste conjunto? Em primeiro lugar, é necessario dizer o
quesignificaa“éred’ de S, e em seguida, tentar calculé-la

A &rea de um subconjunto limitado S no plano IR2 deve ser um ndmero real.
Como defini-lo? Podemos admitir que sabemos calcular a &reas de poligonos e tomar como

aproximagoes por falta deste nimero as areas dos poligonos contidos em S. Isto equivale a
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por: a area de S é o0 supremo das areas dos poligonos contido em S. Poderiamos também
considerar as areas dos poligonos que contém S como aproximagdes por excesso paraa area
de S Neste caso, definiriamos a &rea de S como o infimo das &reas dos poligonos que
contém S. Porém, estes dois métodos de definir a &rea de S nem sempre conduzem a um
mesmo resultado.

Ao considerar a &ea de um conjunto S podemos, por simplicidade, restringir
nossa atencdo a poligonos de um tipo especial, que chamaremos de poligonos retangulares,
0s quais sdo reunides de retangul os justapostos cujos lados sdo paralelos aos eixosx =0 ey
=0.

Mais particularmente ainda, se o conjunto S € determinado por uma fungdo néo
negativa f: [a; b]—IR, de modo que S={(x,y)elR3a<x<b0<y< f(x)}, basta
considerar os poligonos retangulares formados por retangulos cujas bases inferiores estéo
sobre 0s eixos das abscissas e cujas bases superiores tocam o gréfico da fungdo conforme a
figura 1.

Figura 1:
A &eade S por falta, sera definida como integral inferior (figura 1) e a area por
excesso, como integral superior def.
A teoriadaintegral desenvolveu-se, segundo as idéias de Newton e Leibniz como

o inverso da derivada. Entretanto, Cauchy retornou a concepcéo de Leibniz com o estudo
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da integral na classe das fungdes continuas em um intervalo [a; b]. De posse da no¢do de
limite definiu integral para umafungdo continuaem [a; b] representada por:

[ f(9ax.
Posteriormente o conceito de integra de Cauchy foi estendido a classe das

fungdes quase continuas por Riemann. O passo decisivo na teoria de integral foi dado em
1901 por Lebesgue.

2 Integral De Newton-Leibniz

Considere uma func¢do continua y = f(x), dado em um intervalo [a; b], salvo seu
sinal neste intervalo (figura 2). A figura, limitada pelo grafico desta funcéo no intervalo [ a;
b] e aslinhas retas x = a e x = b, é chamado de trapezoide curvilineo. Para calcular a area
de trapezdides curvilineos a seguinte propriedade € usada: Se f € uma funcdo continua e
ndo-negativa no intervalo [a; b], e F sua primitiva neste intervalo, entdo a area A que
corresponde a area do trapezoide curvilineo, € igual a um incremento da primitiva no
intervalo [a; b], isto é A= F(b) - F(a).

vl

/
\

/AS(X)

$(x)

i

\J

a X x+Ax b X

Figura2
Considere umafuncdo S(x), em um intervalo [a; b] dado. Se a< x<b, entdo §x)
€ a area da parte do trapezéide curvilineo, gue é colocado na esquerda de umalinha vertical
reta, passando pelo ponto de coordenadas (x; 0). Note que, sex = a, entdo Sa) = Oesex =
b, entdo S(b) = A (A é aareado trapezdide curvilineo). Ou sgja,

lim S(X+ AX) — S(X) _lim AS(X) _ (%)
Ax—0 AX Ax—0  AX
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S (x) = f(x
isto € S(X) € uma primitiva para f(x). De acordo com a propriedade béasica das primitivas,
VX €[a;b] tem-se §X) = F(X) + C onde C é alguma constante, F € uma das primitivas para
uma fungdo f.
Para encontrar C, substituimos x =aem F(a) + C = §a) = 0, donde, C = -F(a) e
S(X) = F(X)- F(a). Porque a area do trapezoide curvilineo é igual a S(b), substituindo x = b,
temos. A= Sb) = F(b) - F(a)

2.1 Integral Definida
Considere uma outra maneira calcular a &rea de um trapezéide curvilineo. Divida

um intervalo [a; b] em n segmentos de comprimento iguais por pontos:

(b-a) _

Xo=a<X <X, <K <x,, <X, =bepondo Ax= -

X, — X, ondek =1,2,...n-1,n.

Cada um dos intervalos [x, ,;X,] sera a base do reténgulo cuja atura e f(x,,). A aea

deste reténgulo éigua a

b-a
f (Xk—1)AX = T f (Xk—l)

e as somas das éreas retangul ares sao:

S, = 22201 0) + 1(%) +K + £(x,,)].

Na seguinte figura 1, podemos observar os retangulos os quais tem como base as
particdes acima citadas. O primeiro resulta na areainferior e 0 segundo na érea superior:

Em vista da continuidade de uma funcéo f(x) uma uni&o dos retangulos inscritos
ou que inscrevem o trapezoide, construidos em grande nimero, isto €, em pequeno AX,

coincide com 0 nosso trapezdide curvilineo, entdo S, ~ A para uma quantidade grande de

n. Isso significa que S, — A quando n— «. Este limite & chamado integral de uma
funcdo f(x) de a até b ou uma integral definidaf f(x)dx, isto & S, — ff(x)dx guando

n — o . Os nimeros a e b sdo chamados limites da integracéo e f(x)dx o integrando. Assim
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se f(xX)>0 em um intervalo [a; b] entdo uma area A correspondente ao trapezoide

curvilineo é representado pelaformula: A= f f(X)dx.

2.2 Férmula de Newton-L eibniz
Comparando as duas férmulas de area de um trapezdide curvilineo chegamos a
conclusdo: se F(x) € uma primitiva para afuncdo f(x) em umintervalo [a; b], entdo

ff(x)dx: F(b)-F(a).

Esta é a famosa formula de Newton-L eibniz, valida para toda funcéo f(x), que for continua

num intervalo [a; b].

3 Integral De Cauchy

No século XVIII a derivada era interpretada mais como um operador algébrico
que transformava umas em outras expressdes analiticas que representavam as funcdes. De
maneira andloga, a integral definida, embora sabidamente a area sob o grafico de uma
funcdo era interpretada como a diferenca de valores de uma mesma primitiva da funcgéo.
Assim, calcular uma integral definida significava essencialmente achar uma primitiva, ou
sgja, transformar algebricamente a expressdo analitica de uma fun¢éo em outra. Como se
vé, a énfase era posta na idéia de funcdo dada por uma expressdo andlitica. Mas esses
conceitos do século XVIII - ndo sO de derivada e integral, como os de fungdes e
continuidade - eram insuficientes para lidar com os novos problemas que surgiam no final
do século.

Cauchy foi o primeiro a introduzir a integral analiticamente. Em seu “ Ressumée”
de 1823 ele define integral como o limite de somas do tipo:

i f ()% —X4)-

Ou sgja, quebrou o dominio da integracdo em subinterval os de tamanho arbitrério por uma

divisoria (%, %,K ,x,)e  caculou a &aea como 0 limite  de

F (%) (X — %)+ F(X)(X, — %) +K + f(x,)(X, — X, ,), entdo quando n aumenta, esta soma
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se aproxima da érea do trapezdide definido sob o gréfico de f, estabelecendo assim sua
existéncia para toda a fungdo continua. E com essa definicdo demonstra que toda funcéo
continua num intervalo limitado é integravel (embora em sua demonstracdo proceda
desapercebidamente como se a funcdo fosse uniformemente continua). Disto resulta que
toda funcéo f possui primitiva.

Como se v§, aintegral assim definida dispensa com a restrita concepcéo de que f
tenha uma funcdo analitica. Basta que a funcéo f sgja continua para que exista F tal que
F'(X) = f(X); F éaintegral definidade f num intervalo [a; b].

4 Integral De Riemann

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) estudou em Géttingen, onde
obteve seu doutorado com uma tese sobre fungdes de varidveis complexas. Apos o0 que
comegou a se preparar para a “habilitagdo” (que lhe daria direito de dar aulas na
universidade como “Privatdozent™), e paraisso tinha de apresentar umatese. Ele subteu trés
trabalhos diferentes, um sobre as séries trigonométricas, outro sobre os fundamentos da
geometria e um terceiro em FisicaMatematica. A comissdo de exame, presidida por Gauss,
escolheu ouvi-lo sobre os fundamentos da geometria. Diz-se que Gauss saiu do exame
elogiando o trabalho de Riemann, o que da a medida do novo talento, ja que Gauss ndo era
muito dado a elogios. Esse trabalho de Riemann, diga-se de passagem, € aquele que lancava
os fundamentos de uma nova disciplina, a Geometria Riemanniana.

Riemann foi aluno de Dirichlet, num curso sobre teoria dos niUmeros em Berlin, e
por ele nutria grande admiragdo. Em 1852 Dirichlet esteve visitando Gottingen, quando
novamente dele se aproximou. Desta vez, enggado que estava na preparacdo de seu
trabalho sobre as séries trigonométricas, teve, nesse assunto, ainfluénciadireta e o estimulo
de Dirichlet. Ao que parece, foi esse mesmo ano que Riemann concluiu o referido trabal ho,
cuja publicacdo (por Dedekind), todavia s6 ocorreu em 1867, apds sua morte.

O ponto de partida de Riemann é a questdo ndo resolvida por Dirichlet em 1829: o
que significa dizer que uma fungéo é integrével ? Ao contrario de Cauchy, que se restringiu,

em suas consideracOes, a fungdes que sdo continuas, ou, N0 Maximo, seccionamente
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continuas, Riemann ndo faz outra hipétese sobre a funcdo a ser integrada, além da
exigéncia de que suas “somas de Riemann”, convirjam. E estabelece, a partir dai, critérios
para aintegrabilidade que caracterizam completamente a classe das fungdes integraveis.

Para isso, Riemann particionou o intervalo [a; b] num conjunto finito de pontos
como j& citados anteriormente. SO que nesse caso, 0s reténgulos formados, ndo precisavam
ter a mesma base, ou sgja, a amplitude do intervalo [x. ,; X ], indicada por Ax, = X — X ,,
podiam ou ndo ser diferentes. Essas parti¢cdes determinam uma decomposicdo da &rea Sem
poligonos retangulares. Isto nos motiva a nocdo de soma inferior ou de soma superior
associado a esta particdo de [a; b]. Estamesmaidéia que vimos nafigura 3.

A somainferior é o supremo dos poligonos contidos em S, ou sgja, 0 maior deles.

Denotada por s(f, P), como sendo
s(f,P)= Zmi (% —X%4)
i=0

onde m =inf{ f (X);x_; < X< x}.
E a soma superior € o infimo dos poligonos que contém S, 0 menor deles e é

denotada por f, P), como sendo
S(f,P)= ZMi(Xi —Xi_1)
i=0

onde M, =sup f{f(X);x_; <X<X}.
“ As duas somas definidas acima, sdo as chamadas somas de Dar boux-Riemann”.
Define assim a integral de Riemann, f uma funcéo definida em [a; b], L um

ndmero real e ¢, €[x_;;%]. Dizemos que:
> f)Ax
i=1

tende al, quando max Ax, — O e escrevemos

lim if(ci)Axi =L

max Ax; >0
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se, paratodo £ > 0, existir um >0 que sO dependa de ¢ mas ndo da particular escolha

dosc;, tal que:
|Zn:f(ci)Axi -Lke
i1
paratoda parti¢cdo P de [a; b], com max Ax, < & . Tal nimero L, que quando existe é tnico,
denomina-se integral (de Riemann) de f em [a; b] e indica-se por f f (X)dx. Entdo por
definicéo:
ff(x)dx: malmoé f(c)AX =L.

Se f f(x)dx existe, entd diremos que f é integravel (segundo Riemann) em [a; b]. E

comum referir-se a ff(x)dx como integral definida def em[a; b].

Mas entdo, quando uma funcéo é integravel a Riemann? Vejamos dois critérios:
Primeiro Critério: f: [a; b] »IR uma funcdo limitada em [a; b]. Entdo f é integravel se, e
somente se, para qualquer ¢ > 0dado, existir uma particdo P do intervalo [a; b] tal que:

Sf, P)-sf; P) < &,
isto &, adiferenca entre as somas € minima.
Segundo Critério: Uma condigdo necessaria e suficiente para que uma funcgéo f, definida e
limitada num intervalo [a; b], sga integravel, é que seus pontos de descontinuidades
formem um conjunto de interval os cujo comprimento € menor que ¢ .

As demonstragdes dadas por Riemann em seu trabalho contém varias lacunas;
muitas passagens sO podem ser justificadas a luz de resultados sobre continuidades e
convergéncia uniformes, e na época de Riemann esses conceitos ainda ndo tinham sido
definitivamente identificados e incorporados a matematica. Alids, isto € motivo para
admirarmos ainda mais as realizagdes de Riemann. Essas lacunas foram logo preenchidas

por outros mateméticos.
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5Integral de L ebesgue

Henri Lebesgue nasceu na cidade francesa de Beauvais, em 28 de junho de 1875.
Durante toda a sua vida, ocupou véarios postos docentes nas universidades de Rennes e
Poitiers, até que se tornou professor do Colégio da Franca. Pela década de 1920, Lebesgue
foi reconhecido como um dos mais destacados matematicos de sua época e eleito membro
das mais prestigiosas sociedades cientificas de sua época, como a Academia de Ciéncias de
Paris e a Sociedade Matemética de Londres. Desenvolveu notaveis trabal hos nos campos da
topologia e sobre as séries numéricas aplicadas aos teoremas da conservacdo da energia.
Sua principal obra corresponde as suas investigagdes sobre as integrais.

Em 1901, Lebesgue publicou uma nota na qual propde um novo conceito de
integral contendo como caso particular a de Riemann, consequentemente a de Cauchy,
eliminando varias deficiéncias dessas integrais, e em particular, dando uma resposta mais
gera sobre a validade da formula de Newton-L eibniz. Este novo conceito permitiu estender
aclasse das fungfes integraveis.

Uma forma simples de ilustrar a diferenca entre a integral de Lebesgue e a de
Riemann € a seguinte analogia: Suponhamos que temos um saco cheio moedas (digamos
reaisl) e que pretendemos saber quantos reais temos no saco. Podemos contar estas moedas
de duas formas distintas:

() Retiramos as moedas uma a uma do saco e vamos adicionando os seus valores,

(if) Agrupamos as moedas do saco pelos seus valores, formando um grupo de moedas de 5
centavos, outro grupo de 10 centavos, etc. Contamos as moedas em cada grupo,
multiplicamos pelos seus val ores e somamos;

A segunda forma de contagem (que corresponde ao integral de Lebesgue) é muito
mais eficiente do que a primeira forma de contagem (correspondente ao integral de
Riemann), embora ambas fornecam o mesmo valor, claro. Note-se que para descrever (ii)
tivemos de usar uma linguagem um pouco mais elaborada do que para descrever (i).

A definicdo daintegral de Lebesgue também envolve de fato um pouco mais de
conceitualizacdo do que a definicdo da integral de Riemann, mas por fim as fungbes

integréveis a Riemann também sdo integraveis a Lebesgue e 0 valor do integral e 0 mesmo.
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Para a definicdo daintegral de Riemann, foi necessario tomarmos uma funcéo f(x)
fosse limitada. Se néo fosse limitada se generalizava a Integral mediante a soma de seus
limites. Com a diversidade com que se apresentam em muitas exposicOes da teoria de
L ebesgue, o caso das fungdes limitadas ou ndo, desaparecem com a definicdo anterior, pois
ndo sdo necessarias. A integral de L ebesgue permite reformular muitos conceitos de andlise
matemética de modo muito mais claro e natural. Houveram outros matematicos que
desenvolveram algumas teorias sobre integrais, algumas muito semelhantes, mas foi através
de Riemann e Lebesgue que se pode ver a grande importancia do estudo das figuras no
desenvolvimento das integrais. Desenvolvimento esse que se deu de forma graduada e que
até continuam sendo estudados.
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